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开映射定理 






























38 第一部分一轰理论 


的，对某个序列 

I 51 1 ixty) = lim(x.tAx.). 

由乘积拓扑的定义推出 A—J： 和 Ax,— >所以由<〆）， _y=Ax, 故 ( j :, y ) eG , 
G 是闭的 • 

同样地容易证明 (c> 逭涵 (c'>. 

双线性映射 

2.16 定义 俚设 X， y 和 z 是向置空间并且 b 把; fxy 映射到 Z 中•通过定义 
B,(y) = B(x,y) = B y (x) 

把毎个 xex 和毎个; yey 与映射 

B, • x-z 

联系起来.如采每个和毎个是线性的， B 称为是双 ft 性的. 

如果X, y, 2是拓扑向量空间并且毎个 ft 和每个 B> 是连续的，则 B 称为是 
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=x|alog2+e(x) _e(y) 1<A*, 

• 因为 

〔 : r)= …) -sr ( 營 ) )- 心 ) 
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190 第三辛分 Banach 代教与请论 


IUe-x|| ^5| A | = | «Ae-x) I (x € N,X 6 C). (11) 

我们断定#是 A 上范数为 1 的连续线性泛函. 

为了证明（5>,固定 a€N, 不失一«性«定 IUII =1,定义 

/( A ) = 2辱 V CA € O . (12) 

因为丨扒 〆 ） |< Ba ' H <« aB * = l . /是整函数并且对于所有 Aec 满足 | /( A ) 

I <exp I A I . 此外， /(0>-=#Oi> = l 并且 /(0〉=«a>=0. 

我们若能证明对于每个 AGC, /(A) 关0,引理10.8将意味着尸(0)_0,于 
*#<a*)=0, 它《明了 (5). 

级数 

E(A) = 2 J7«' <13) 

对于每个 A€C 以 A 的范数收敛，♦的连续性说明 

/(A) = ^<E(A» (A 6 C). (14) 

正像标*情况一样从 (13> 推出泛函方程 E(A+/i)=-£<A)E<^). 特期地， 

EU)E(-A) - ECO) - e (A 6 C). <15) 

所以对于毎个 A6C, £<A> 是 A 的可逆元.由《设，这意味着 《E(A>) 尹0从而 
由（14>, /(A)^0. ff 毕. ■ 

谱的基本性质 

10.10 定义设 A 是 Banach 代数 I G=G(A> 是 A 的所有可逆元的集合.若 
x6G,>eG, 則 y-o： 是; c-V 的遒I于是； G 是一个觯. 

若: c€A, o: 的谱* »(x> 是使 Ae—i 不可逆的所有复数 A 的集合. <r(：r) 的余集 
是: 《:的《解集《它由使 (Ae-* 广存在 的所有组成. 

:c 的谱 半往是 

(25?1 p<*) = »up{ I A I «A 6 »Cx)). <1) 

它是 C 中的中心在班点包含的最小闭圆盘的半径.当然，如果空集， 
(1) 没有 意义. 但是正如我们将赛看到的，这种情况永远不会发生. 

10.11 定理飯设 A 是 Banach 代教 ， areG(A>，A6A, \\h\\ < j II -r" II' 1 - 
«x+fceG(A> 并 JL 

H (.x+hr 1 -x- +X-&C- B < 2II x- || * IIA B *.: 、丨.•事 
证明因为 x+fcsWe+i-ifc) 并且 Bdcj, 定理10.7意味着1 + * 






























































































































































































































































第聿交糗 Banach 代教 221 


注 若〆 *)C(0, 00), 則也 有〆; y)C(0, oo). 这从 （l)(;y 的定义）和谱映 
射定理推出 • 

对于非交换代数的应用 


非交换代数总是包含交换代数的.它的出现有时把交换情况的某些定理扩展 
到了非交换情况.就较低的标准来说，我们已经做到了这 一点： 在关于谱的基木 
讨论中，我们的注意力通常固定在一个元素 xeA 上；由: C 生成的 A 的(闭)子代 
数八是交换的，并且大多败讨论部在 Ao 中进行.一个可能的困难是X关于 A 
和 A。 会有不同的谱.有一个简单的构埠方法（定理 11.12) 遵免了这一点.当 A 
有一个对合时可以用另一种方式(定 * 11. 25>. 

11.21 中心化子若 S 是 Banach 代数 A 的子集， S 的中心化子是集合 
ns) = <x€ A: 对于每个 * e s,x» - «■>. 

我们说 S 是交换的，若 S 的任何两个元彼此可 交换. 我们将用到中心化子的下列 
简单性质. _ 

(a〉r(S> 是 A 的闲子 代教. 


(b)scr(r<s)). 

( c > 若 s 是交 换的， 《 r(r(s>> 是交换的. 

亊实上，若: t 和; y 与毎个可交换，用 Ax，x+y 和灯也如此；因为乘 
法在 A 中连续， r(S) 是闭的.这怔明了 （a>. 因为每个 i€S 与毎个: c€r(S> 可 
交换， （b> 成立. 若 s 是交换的， wscr<S), 所以 r<s)=>r(r(s)), 这证明了 
<c), 因为只 ®r(E>c：E, r(E>a 然是交换的. 

11.22 定理儼设 A 是 Banach 代数， SCIA, S 是交糗的并且 B-r(r<S>>. 
« B 是交换 Banach 代教， SCB 并且对于鲁个; c€B， 

证明因为 e 6 B, 11. 21节说明 B 是包含 S 的交换 Banach 代败. 假设 
b 并且： c 在 a 中可逆，我们必须证明因为: c€B， 对于毎个 y er(s>， 
从而产: e - Vi ， 3 -x-=x-'y, 这 tt 是说: ■ 
L Banach -fi 


11.23 定通假设 A 是 E 


,y6A 并且 : ry=y*. il 


证明令5={*， yh B=rcr<S». 則 i+；yeB, xy€B, 定理 11.22 表 
明我们需要证明 

<f»(x + y) C +«»(y)» otf.xy') C： »*(■*>»(y)- 
因为 B 是交换的，对于每个办 （*> 是 Gelfand 变换 i 的值域.（现在 
Gelfand 变换是 B 的极大理想空间上的 函数. 〉因为 

U+jr)*—x + >, (*y) A = iy. 

我们得到所要的结论. B 

11.24 定义设 A 是具有对合的代数 •若: r€A 并且： r:r. =x’x, 则 x 称为正 








































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































